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Rozdziat 1
Rozcigganie - Sciskanie

1.1. Zadania statycznie wyznaczalne

1.1.1. Sily wewnetrzne

Przyklad 1

Znalez¢ sity wewnetrzne w precie (rys. 1.1). Dane P, = P; P, = 3P,
P3; = 2P, obcigzenie ciggte ma intensywnosé ¢(z) = %.
Podstawowa zalezno$é, wynikajaca z réwnan statyki, pozwalajaca obli-

czy¢ wartosé sity wewnetrznej w precie, ma postac:
Ne=)» P+ Z/qi(ﬂs)d:c. (1.1.1)
i i

Budujemy réwnania réwnowagi (1.1.1) dla kolejnych wyodrebnionych
myslowo fragmentéw preta (rys. 1.1 i wyznaczamy poszukiwane warto-
4ci sit wewnetrznych.

N, = P =P (11.2)
Ny = Pl—/[)x;;:P(l—Zi;), dla z € (0,a),

N3 = Pl—Pg—/0$§“€dx:P<—2—f;), dla x € {(a,2a),
Ny = Pl—P2+P3—/O2a2]Zx2dx:—Z.

Nalezy zwréci¢ uwage, ze sity wewnetrzne Ny i N3 sq zalezne od
wspodirzednej x. Na rys. 1.2 pokazano wykreslony na podstawie zalez-
nodci (1.1.2) wykres sil wewnetrznych w precie. Do jego wykreslenia
mozna wykorzystaé nastepujacy skrypt Scilaba.
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Rys. 1.1. Pret obcigzony sitami skupionymi P; oraz obcigzeniem ciggtym q(x)

a=1;

P=1;
dx=0.05;
x1=0:dx:a;
x2=a:dx:2%a;

//

N1=-P*ones(1:length(x1));
N2=Px*(1-x1~2/(4%a~2));
N3=P*(-2-x2"2/(4*a"2));
N4=(-P/4)*ones(1:1length(x1));
//

N=[N1 N2 N3 N4];

x=[x1 x1+a x1+2*a x1+3x*a];

//

set("figure_style","new")
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xset (’window’,0);

xbasc();

plot2d3([x], [N], style=[2]);
xtitle(??,?7,°N?);

a=gca();

a.box="off";
a.x_location="middle";
a.title.font_style=b;
a.title.font_size=20;

HT- >
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tse-
toz-
tsT-
tso-
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Rys. 1.2. Wykres sit wewnetrznych dla preta z rys. 1.1
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1.1.2. Naprezenia normalne, caltkowite wydtuzenie, energia
potencjalna sprezystosci

Przyklad 2

Znalezé¢ wykres naprezen o,, wyznaczy¢ przyrost dtugosci Al oraz
wartosé energii sprezystej rozciggania U dla preta z rys. 1.3. Dane P =
10kN, I = 0,3m, d = 0,01m, d, = (0,01 + 2?)m, E = 2 - 10° M Pa. Sita

P

a/3

d
a/3 %

a/3

Rys. 1.3.

wewnetrzna w precie jest stata N, = P = 10 kN w dowolnym przekroju i

moze by¢ wyznaczona z réwnania roéwnowagi (1.1.1). Powierzchnia pola
przekroju preta w czesci cylindrycznej jest stata i wynosi: A = % =

0,257 - 104 m?2. W pozostatych dwu czeéciach pole przekroju wyraza sie

zaleznodciq A, = ”Zi = 7(0,01 + z?)? m?. Naprezenie normalne w czesci
cylindrycznej obliczamy z zaleznosci
N,
Oy = I’” =127,3 M Pa, (1.1.3)

natomiast w czesciach o zmiennym przekroju z zaleznosci

N, 4P 127,3 114
0-.73 = — = = . «L.
A, w(0,01+22)2  (1+10022)?
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Wykres naprezen wzdluz preta mozemy wykresli¢ przy uzyciu pro-
gramu napisanego w Scilabie o konstrukcji zblizonej do tej pokazanej
w przyktadzie 1 i umieszczonego na stronie 1.

Wydluzenie calkowite preta wyznaczamy z zaleznosci

Npdx
Al=>" EL (1.1.5)

gdzie: E - modut Younga.
Obliczenie wydhuzenia Al wymaga obliczenia wartosci catki oznaczonej

N,dz Pl 8P [Y/3 dx
Al = S Tl e
2. | B4, “3EAt<E), GoiioE

N Pl 8P T L1 o 0.1
= — e arc
3EA ' 7E |2(001+22)012 ' 20127 %01,
Al ~ 1,46-10"*m. (1.1.6)

Obliczenia wydhuzenia Al mozemy sobie utatwié (szczegdlnie chodzi o
obliczenie wartosci catki oznaczonej) postugujac sie skryptem napisa-
nym w Maximie. Najpierw piszemy sekwencje polecenn kodujacych w
sposdéb symboliczny pierwszq z zaleznosci ze wzoru (1.1.6)

Px1/(3+E*A)+(8%P/ (Ypi*E) ) *’integrate(1/(0.01+x~2)"2, x,0,0.1);
ktéra po zinterpretowaniu przez Maxime przyjmuje ponizsza postaé
0.1 1
tp 8 (B Gt do) P
3AE T E ’

nastepnie przypisujemy odpowiednim zmiennym wartosci liczbowe i ob-
liczmy wartos$¢ pokazanego wyzej wyrazenia.

P:10000;

E:2x10711;

1:0.3;

A:0.25%%pi*x10~-4;
Px1/(3*E*A)+(8%P/ (Ypi*E)) *integrate(1/(0.01+x~2)"~2, x,0,0.1);

Po wykonaniu ostatniej instrukecji otrzymujemy warto$é wydtuzenia

~ 4.5707963267948963 X 1074

™

Al ~1,46-10"*m.
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Wyznaczenie energii potencjalnej sprezystosci, przy rozciaganiu, po-
lega na wykorzystaniu ogdlnej zaleznosci

N2dx
= r 1.1.7
v=% [ six (147

W naszym przykladzie w wyniku pordwnania zal. 1.1.5 i 1.1.7 mozemy
napisac

_ NAL

U = 0,73J. (1.1.8)

1.1.3. Odksztalcenia poprzeczne, zmiana objetosci

Przyklad 3

Znalez¢ odksztalcenie catkowite ¢, zmiane przekroju poprzecznego

% oraz zmiane objetosci AV preta pokazanego na rysunku 1.4, jesli

zngmy P, q I, A;, E, v. Zgodnie z zaleznosciami (1.1.1) i (1.1.3) odpo-

Rys. 1.4.

wiednie wartosci sity wewnetrznej N, i naprezenia o, w dowolnym
przekroju A, wyrazajq sie zaleznosciami:

N, = P +qz, (1.1.9)
N, P+gx
o = G (1.1.10)

Do wyznaczenia odksztalcenia ¢, wykorzystamy prawo Hooke’a

o

— 1.1.11
. (1.4.41)

E =
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obliczona wartos¢ odksztalcenie liniowego ¢, wyraza sie wiec zalezno-
4cia

o P+aqx
E EA,

€y = (1.1.12)

Zmiana przekroju poprzecznego preta obliczona moze byé z ogdlnej
zaleznosci

AA
==~ e = —2;/% (1.1.13)

Po podstawieniu do zalezno$ci (1.1.13) zaleznosci (1.1.10) otrzymujemy

AA, [P+ qx]
= —2v .

0 A (1.1.14)

Wyznaczenie zmiany objetosci wymaga postawienia do ogdlnej zalezno-
ci (1.1.15)

1—-2v
AV =— Z/Nxd:v, (1.1.15)

wyrazenia (1.1.9) podajacego wartosci sity wewnetrznej N,, ostatecznie
otrzymujemy:

1—2v [! 1—2v [! 1—2
AV = y/ Nydzx = V/(P+q:v)dx: v <P—}—ql) l.
E 0 E 0

1.1.4. Przemieszczenia punktow uktadow pretowych

Przyktad 4

Dla ukladu pretowego pokazanego na rys. 1.5 okredli¢ przemiesz-
czenia pionowe J, oraz poziome ¢, punktu przytozenia sity P. Wielko-
4ciami znanymi sa: P, a, E1, A1, B, As. Punktem wyjscia do wyznaczenia
poszukiwanych wielkosci jest myslowe roztozenie ukladu pokazanego
na rys. 1.5a na dwa niezalezne czlony pokazane na rysunkach 1.5b i c.
Podziatu dokonujemy rozcinajac uktad w poprzek odksztatcalnych cie-
gien [ i I1. Oddzialywanie usunietych fragmentéw zastepujemy sitami
wewnetrznymi Ny i No.

Z warunkoéw roéwnowagi wydzielonych uktadéw obliczanych wzgledem
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b)

a)
Rys. 1.5.

punktéw A i B wyznaczamy poszukiwane wartoéci sit wewnetrznych w
(1.1.17)

pretach
— Nl =

%W\“U

(1.1.18)

> My o= 0
S -

Wydluzenia obu pretéw znajdujemy postugujac sie nieco zmodyfiko-

0—>N2:3

wang wersjq prawa Hooke’a (1.1.3i 1.1.5)
Pa
Al = —— 1.1.19
v (1.1.19)
2Pa (1.1.20)

Aly = .
2 3E5Ay

Korzystajac z rys. 1.5b i ¢ znajdujemy poziome przemieszczenie punktu
C réwne Al, oraz przemieszczenie prostopadte do linii BC: §, = Alxv/2
2
a\/§> = 2Al,.
a

Poziome przemieszczenie punktu D wynosi: dp = ¢ (
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Poziome przemieszczenie punktu przylozenia sity P sktada sie z pozio-
mego przemieszczenia punktu D oraz wydtuzenia preta 1

0p = 2Aly + Aly =

4Pa Pa Pa < 4 1

_taf 4 1121
3B, A, | 3EA, 3 ) .124)

Fody | EiA

Przemieszczenie pionowe punktu przytozenia sity P obliczamy z:

a Pa 4 1
Oy =0ptga=0p—=— | ——+—— | . 1.1.22
Y g 3a 9 <E2A2 + ElAl) ( )

1.1.5. Sprawdzanie wytrzymalosci

Przyktad 5

Dla uktadu pretowego pokazanego na rysunku 1.6 znalez¢é pola prze-
kroju poprzecznego A; I A pretéw wiedzac, Zze przemieszczenie punktu
przytozenia sity P = 1kN wynosi [d,,,] = d,,, = 1.3mm. Dodatkowe
dane to wytrzymatos¢ pretéw I i I1 na rozcigganie k,., = 1000 M Pa i
krc,;; = 100M Pa oraz odpowiednie moduty Younga E; = 200000 M Pa,
Ey =10000 M Pa. Kat a = 30°, a = 1m.

N1
_ Al /§ /A Al
1 \ ,// \\v
a X \ ‘\‘\ ////
a o l b ) y // e
5 ///
N 5,
2 a) b) X

Rys. 1.6.
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Z warunkéw réwnowagi wyznaczamy wartosci sit wewnetrznych (N
i Ny) w pretach

ZP"“ = —Njcosa— Naocosa=0 — Ny =Ny=N, (1.1.23)
P

ZPZ-y = —Nysina— Nosina+P=0— N=——.
2sin «

Korzystajac z definicji naprezenia normalnego (1.1.3) wyliczamy mini-
malne wartoéci pét przekrojéw pretow:

N
A = p = 100 mm?, (1.1.24)
rcr
N
Ay = = 1000 mm?.
k”'CII

Prawo Hooke’a (1.1.5) pozwala nam wyliczy¢ wydtuzenia poszczegdl-
nych pretéw

Na
Al = BA 0.5mm, (1.1.25)
Na
A = =1 )
la oy mm

Na podstawie zaleznosci geometrycznych pokazanych na rysunku 1.6b
mozemy znalezé zwiazki pomiedzy wydtuzeniami poszczegdlnych pre-
tow a przemieszczeniami punktu przytozenia sity P. Rozwigzujac uktad
réownan (1.1.26) otrzymamy poszukiwane wartos$ci przemieszczen (1.1.27)

Aly = §ysina — 6, cos a,

{ Aly = 0y sina + 6, cos a. (1.1.26)
Al + A

o = Sitsh (1.1.27)
2sina
Aly — A

o= S (1.1.28)
2cosa

Uzyskane po podstawieniu wartosci liczbowych wartosci przemiesz-
czen , = 0.289mm i §, = 1.5mm. Latwo spostrzec, ze wartoé¢ jednej
ze sktadowych przemieszczenia jest wieksza (6, > ¢, .) od tej zadanej
na poczatku. Oznacza to konieczno$é modyfikacji pola powierzchni A,
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przy zachowaniu pola powierzchni A;. Korzystajac z zaleznosci (1.1.27)
zapisanej tak jak to pokazano nizej

1
= < . 1.
dy 55 30° X (Al + Alg) < 4y, (1.1.29)
Ostatecznie otrzymujemy
Na
Aly = < 1.1.30
2T oA, = 0,08, ( )
skad
Na
Ay > =12 2, 1.1.31
22 5,008 50 mm (1.1.31)

Zmodyfikowana warto$¢ naprezenia w precie 17 wynosi oy = 80 M P A.
Skorygowane wartosci przemieszczen obliczone z zaleznosci (1.1.27 i
1.1.28) wynoszg; §, = 0.173mm i 6, = 1.3mm.

Przyklad 6

Pierscien sprezysty (rys. 1.7a) o promieniu wewnetrznym r = 100 mm
i zewnetrznym r = 101 mm oraz wysokosci [ poddano dziataniu cisnienia
wewnetrznego p = 2 M Pa. Znalezé zmiane promienia Ar oraz wspot-
czynnik bezpieczenistwa n;, jesli pierécien zbudowano z materiatu o mo-
dule Younga E = 200000 M Pa oraz granica plastycznosci tego materiatu
wynosi o, = 300 M Pa.

-
z
z
]
=

a) b)

Rys. 1.7.



12 Rozdzial 1. Rozciqgganie - $ciskanie

Znalezienie sit wewnetrznych w pierscieniu wymaga jego rozciecia
na dwie czesci (rys. 1.1.32b).

Z réwnan rownowagi, poltdwki pierscienia, wzgledem osi Y otrzy-
mujemy wyrazenie na site wewnetrzng N

w/2
N = / plrsinada =plr. (1.1.32)
0

Naprezenie normalne w $ciance pierécienia jest

N plr
=—=———=200MPa. 1.1.33
T AT R-n) “ (1.1:35)
Wspdlezynnik bezpieczenistwa obliczamy jako stosunek naprezenia
dopuszczalnego o, do obliczonego naprezenia normalnego o

np = 2¢ =1,5. (1.1.34)

(o
Powiekszenie promienia Ar obliczmy wykorzystujac prawo Hooke’a

o =c¢cE, (1.1.35)

po podstawieniach i przeksztatceniu otrzymujemy odksztatcenie

.l 27 (r + Ar) —2777“7 (1.1.36)

2r

a nastepnie zmiane promienia

pr’

Ar = E(R—r)

= 0.1mm. (1.1.37)
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1.1.6. Wplyw ciezaru wlasnego

Przyktad 7

OkKkresli¢ pole powierzchni przekroju A,, ciezar wtasny @,, oraz cat-
kowite wydtuzenie Al, preta o stalym przekroju (rys. 1.8a). Znalezé
najwieksze pole przekroju A, ciezar Qs i calkowite wydtuzenie Al
czterostopniowego preta o odcinkach o jednakowej dlugosci (rys. 1.8 b).
Wyznaczy¢ maksymalny przekrdj A, ciezar @, i calkowite wydtuzenie
Al, preta o statej wytrzymalosci (rys. 1.8¢). Dane obcigzenie P, ciezar
wlasciwy v, wytrzymatoéé na rozciaganie k..., modut Younga F, i dtugosé
h.

a) b) c)

A A
h/4
\i
A
h/4
h ¥
A
h/4
¥
A
h/4
v ¥ %
iP lP P
Rys. 1.8.

Dla preta o statym przekroju (rys. 1.8a) sita wewnetrzna N, wyzna-
czona w odleglosci z od swobodnego konica przyjmuje postaé

N, =P +~A,z, (1.1.38)

naprezenie normalne obliczamy z

Op = j; + vz (1.1.39)
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Poniewaz pret osigga maksymalny ciezar dla + = h oraz naprezenie
o < ky. po podstawieniu i prostym przeksztatceniu wzoru (1.1.39) otrzy-
mujemy zalezno$¢ (1.1.40) pozwalajacq wyznaczyé poszukiwang wartosci

pola przekroju
P

Ap=———. 1.1.40
— ( )
Ciezar preta obliczamy z zaleznoéci ,, = vA, h. Catkowite wydtuzenie
obliczamy z
h ~vAh
Ahpy=—(P+— . 1.1.41
= Ea < T ) (1.1.41)

Dla preta stopniowanego (rys. 1.8b) pole powierzchni A; kazdego
stopnia preta wyznaczamy z ogdlnej zaleznosci
Pkj,!
(kre = vh1)(kre — vha)(kre — vh3) .- (kre — vhi)

ktéra przyjmuje szczegdlng posta¢ dla stopnia o maksymalnym polu
przekroju

A= (1.1.42)

PEk3,

Ag = T (1.1.43)
krc N a
(1 =5)
Ciezar obliczamy z Qs = kycAst — P.
Calkowite wydhuzenie obliczamy z ogdlnej zaleznosci
krc th
Ahg = — il1— , 1.1.44
= 2 ( 2/<:m> 1144
krch ~l

Ahg = 1-— . A.

hst i ( 2‘4k7‘c> (1.1.45)

Dla preta o réwnej wytrzymatosci (rys 1.8 ¢) maksymalng powierzch-
nie pola przekroju obliczamy z zaleznosci

P
Ay = —ekre | (1.1.46)
ktéra przyjmuje postac
~
p —h
A, = —ekre . (1.1.47)
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Ciezar takiego preta obliczamy z zaleznosci Q, = k..A, — P. Calkowite
wydtuzenia preta o réwnej wytrzymatosci okresla
krch

Ahy = =2, (1.1.48)
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1.1.7. Zdania do samodzielnego wykonania

Elaborat 1!

Dla pretéw pokazanych na rys. 1.9 wyznaczyé wykresy sit wewnetrz-
nych N. Dane zawarto w tablicy 1.1

1) 2) 3) 4) llg
IA l“ A l“ ) 1
i At ' [ '
i8S IS L 20 N O " v le

4 A 9 ' } A \ '
Y ip 2 ip }[ i ‘;V ' q(x);
3 23 A 40 i o |

ol 4 By L] ¢ }

Y y v i I | 1;7/7

¢P1 TP1 ¢P1

5) le 6) 7) 8) le
lA m‘/[fa A I i Al 1
o et il 0o 0o
Y } ! ;31 WAl 61| V[9G)4
1 ' ' ' v9) '
3 LI Ko TR A1 I A R 1
lﬂ f 4 ‘ v l“ ¥ 1%‘ v i T '
3| a1 ' ' 3 ' v 20h '
v ¢ t ' vOy ) |

"
Rys. 1.9.

! Elaboratus (fac.)- doktadne opracowanie na pi$mie wyznaczonego zagadnienia.
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Tablica 1.1. Dane do elaboratu 1

17

Lp rys. P1 P2 P3 q(l’) 1 Lp rys. P1 P2 P3 q(l‘) 1
- | - | kN [ kN[ kN AV m| - | - [kNJKN|[kN| 0 Im
1] 1 [ 40 [40] - - 31135 -1 -1- - -
2 2 5 10 | - - 31 14| 6 - - - | (x—2*) | 5
30 3 | 40 | 40| - 20 6 |15| 7 | 15| - | - | sinz | 4
b 4| 6 | 4|6 1.5 6 || 16 | 8 | 14|56 | - 22
5|5 |05(05] - 025 3017 1 [30[-20] - - 3
6 | 6 S 1.5x 3018 2 | 15|23 - - 7
T7T 2 | - - 1.5x 31119 3 | 35|25 - 1 8
8 | 8| 3 | 3| - 1.5x 42| 4| 6| 8|4 =
9 | 1 |60 [20] - - 5012t 5 | -] - |- - -
10 | 2 |[-120| 45 | - - 3402216 | - | - | - | g |7
113 |30 30| - |251-2) 6| 25| 7 | 7| -| - | gz |10
12 | 4 6 | 4 | 6 | 12(1+x) 2 | 8 | 4 | 4 | - ﬁ 4
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1.2. Zadania statycznie niewyznaczalnie

1.2.1. Uklady pretowe i prety utwierdzone

Przyktad 8

Wariant I W wezle ukladu pretowego pokazanego na rys. 1.10a przy-
tozono sile pewna nieznang site P. Okresdli¢ jej maksymalna wartosé
jesli wytrzymaloéé na rozcigganie materiatu z ktérych wykonano prety
wynosi k. = 260 M Pa. Pole przekroju wszystkich pretéw sa identyczne
A = 200 mm?. Przyjaé wspdtczynnik bezpieczenstwa n = 2. Kat o = 30°.
Rozwigzanie rozpoczynamy od wykreslenia wydtuzen pretéow (rys.1.10b).

1
A\ B| C N
N, W2 N,
I
D
Yp A3/ M P
a) b) c)

Rys. 1.10.

Eatwo mozna spostrzec, ze pomiedzy wydhuzeniami skrajnych pretéw a
wydtuzeniem preta sSrodkowego zachodzi relacja

Ao cosa = A, (1.21)
po wykorzystaniu prawa Hooke’a (1.1.5) otrzymujemy

Nyl Nylcos®a

—_— = 1.2.
EA EA (1.2.2)

W réwnaniu 1.2.2 wystepuja dwie niewiadome N; i Ny koniecznym jest

wiec zbudowanie drugiego réwnania w ktéorym wystepuja obie niewia-



1.2. Zadania statycznie niewyznaczalnie 19

dome. Wykorzystujac réwnowagi Z’l P; = 0 w odniesieniu do sit wyste-
pujacych w wezle otrzymujemy (rys. 1.10c)

2Njcosa+ Ny — P = 0. (1.2.3)

Rozwigzujac uklad dwéch réownan (1.2.2) i (1.2.3) otrzymujemy zalezno-
4ci pozwalajace wyznaczyé nieznane sit wewnetrzne N; i Ny wystepujg-
cych w pretach

Pcos®a
Ny = No= —— ——— 1.2.4
! 27 14 2cos3a’ ( )
P
Ny = ——M ——. 1.25
2 14 2cosd ( )

Pamietajgc, co wida¢ z rownan (1.2.4) i (1.2.5), ze wartosé sity we-
wnetrznej No bedzie zawsze wieksza od N i wykorzystujac warunek
wytrzymalosciowy
Ny P

== - <
2Ty A(l+2cos?a) —

T

i (1.2.6)
n

mozemy wyznaczy¢ z niego dopuszczalng wartoéé sity P obcigzajacej a
analizowany uktad pretowy.

Wariant I1 Zalézmy, ze przy skladaniu wezla pokazanego na rys. 1.10a
okazalo sie, ze pret $rodkowy jest za dhugi o wartoéé § = 5-10~*.1. Obli-
czy¢ sity wewnetrzne oraz naprezenia w pretach (zaniedbujqc dzialanie
sity P).

Przy skladaniu wezta srodkowy pret musi skrocié sie o wartosé Ao
natomiast dwa skrajne prety musza sie wydhuzy¢ o A1 = A3. Spowoduje
to skompensowanie niedoktadnosci wykonania §. Pomiedzy wydtuze-
niami i skréceniem preta istnieje nastepujaca zaleznosé

A1

COS «x

= 4. (1.2.7)

Ao +
Wykorzystujac prawo Hooke'a (1.1.5) wyrazamy zalezno$é 1.2.7 poprzez
sity wewnetrzne Ny i No

Ny oA (1.2.8)
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Wykorzystujac dodatkowo dwa réwnania statyki
Nl :Ng ) 2N1 COSO(—NQ :0, (129)

mozemy wyznaczy¢ sity wewnetrzne w pretach, a w konsekwencji war-
tosci naprezen.

Przyklad 8
Stopniowany pret, obustronnie utwierdzony, jest obcigzony sila cia-
gla o intensywnosci ¢ = ? oraz silg skupiona P. Wyznaczyé reak-

cje w utwierdzeniach R; i Rs. Wyznaczy¢ wykresy sil wewnetrznych,
naprezen oraz wydhuzen. Dane P = 5m, | = 0,6m, A = 200mm?,
E = 210000 M Pa. Poniewaz jak latwo to spostrzec zadanie jest jedno-

A C D B

_P

=7

R1 ¥ P R2
—] — — — l—— R—

0,6A 0,8A A

€ 1 1
3 3 3

Rys. 1.11.

krotnie statycznie niewyznaczalne musimy zbudowaé dodatkowe réw-
nanie wigzace przemieszczenia wybranych punktéw preta.

Site wewnetrzng w przekroju AC' wyznaczamy z warunku réwno-
wagi

P
Nac = 7.1’ — R;. (1210)
Podobnie wyznaczamy sitly wewnetrzne w pozostatych przekrojach
P
Nep = 3 Ry (1.2.11)
4
Npp = ZP—-R

3
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Przemieszczenia na odcinku AC bedace w kazdym z przekroi funkcja
wspoétrzednej x obliczamy z zaleznosci

P
—x — R1>

A@)Ax<l ! (Rﬁ—Rm> (1.212)

06EA  06EA\ 2

Wartos$é wydtuzenia odcinka AC wyznaczamy z (1.2.12) podstawiajac
!

xr = 3
1 Pl Ryl
Apjc=——|——-——]. 1.2.13
40T 0 6EA <18 3 ) (1.243)
Wydltuzenia na pozostatych odcinkach preta obliczamy z prawa Hooke’a
(P —3Ry)l
Acp 7T2EA
(2P - 3Ry)l
App = SEA (1.2.14)

Ostatecznie korzystajac z warunku nierozdzielnosci przemieszczen po
postawieniu (1.2.13) i (1.2.14)

Aac +Acp +App =0, (1.2.15)

wyznaczamy wartoéé statycznie niewyznaczalnej reakcji R1. Druga nie-
wiadoma reakcje R, wyznaczamy z warunku réwnowagi sit

l
Ry — q§ — P+ Ry=0. (1.2.16)
Wykresy sil wewnetrznych wykonujemy wykorzystujac bezposred-
nio zaleznosci (1.2.10) i (1.2.11). Wykreslenie wykreséw naprezen nor-
malnych wymaga ich obliczenia z ponizszych zaleznosci

o _ Nac
AC 064"
Ncp
= 1.217
oco 084 ( )
Npp
opB = R

Wartosci wydhuzen poszczegdlnych odcinkéw preta, potrzebnych do ich
wykreslenia, obliczamy z (1.2.13) i (1.2.14).
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Przyktad 9

Na wykonang ze stali rure I o Srednicy wewnetrznej r; = 40mm
i drednicy zewnetrznej Ry = 42 mm nasunieto po jej uprzednim pod-
grzaniu rure I o Srednicy wewnetrznej ro = 41.96 mm i zewnetrznej

Ry = 43 mm. ORresli¢ naprezenia oy w $ciance rury [ i o;; w rurze I1.
Modut Younga £ = 200000 M Pa.

RZ

Rys. 1.12.

Wpyznaczenie naprezenia w rurach mozna sprowadzi¢ do analizy
stanu naprezenia w pierécieniach kotowych?. Rura IT po ochlodzeniu
wywolta réwnomierne cisnienie p na zewnetrznej powierzchni rury [
ta za$ zgodnie z zasadami statyki bedzie oddzialywaé z takim samym
ci$nieniem na rure II. Warto$é cidnienia p okreslamy z warunku, ze
zmiana zewnetrznego promienia AR; rury I i zmiana wewnetrznej
$rednicy Ars rury I1 zsumowane dajg wartosé R; — ro.

p R p 3
AR = =+ ——— Arg = — . —=— 1.2.18
! FE R1—7‘1 ‘ 2 FE RQ—TQ ( )
p(_ R r3

= =R - 1.2.19
E<R1—r1+R2—r2 L= ( )

Ostatecznie ci$nienie obliczmy z zaleznosci

E _

__ BlRizr) (1.2.20)

Ry "2

Ri—r1  Ro—ro
Naprezenia normalne o; i 077 wyznaczamy z zaleznosci

2 Poréwnaj przyktad 6
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o pbri
I pr— —_—
Ry —ry’
pr2
or;r =

Ry —ry

23

(1.2.21)
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Przyklad 9a

Obliczyé naprezenia wywolane wzrostem temperatury At = 30 K
w stalowych wspornikach, wykonanej z duraluminium, belki AC (rys.
1.13). Nie uwzgledniaé¢ sprezystej deformacji belki AC' ale uwzgledniaé
jej wydtuzenie wywolane wzrostem temperatury.

a 2a

A
v

A
\

Rys. 1.13.

W wyniku nagrzewania belki punkt C' przemieszcza sie w pozio-
mie 0 CC" = agy,3aAt. Podpora DC wydluza sie swobodnie o wartosé
CL = aglpoAt jednak ze wzgledu, ze jej swobodne wydtuzenie jest kre-
powane przez site wewnetrzna Npc pret ulegnie skrdceniu o wartosé

Npcay'10
ADC =~

Warunek nierozdzielnosci przemieszczenn wymaga aby po nagrzaniu
belki potaczenia podpdér w punktach B i C' zostaly utrzymane. Analizujac
przemieszczenia poszczegdlnych punktéw belki pokazane na rys. 1.14
otrzymujemy zaleznos¢

cc' = GL=Apc=CC (1.2.29)

sin 3
astFEAav10At — Nopav'10 — agy- EA3aAt cos 3
EAsinf i
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Rys. 1.14.

Podobnie bedzie dla wspornika DB

BB asgFAa2At — NDBG\/? — agur EAaAt cos @ (1.2.23)
EAsina

Wykorzystujac podobienstwo tréjkatéw AC'C” i AB'B” mamy

c'c” 3a
~ = _ =""=3, 1.2.94
BI B// a 3 ( )

Po podstawieniu do (1.2.25) zaleznosci (1.2.22) i (1.2.23) otrzymujemy
réwnanie z dwiema niewiadomymi reakcjami Npg i Npc.

astEAavV10At — Nepav10 — agy, EA3alt cos 3 _ 3sinﬂ

1.2.25
astEAaV2At — Nppav2 — agyr EAaAt cos o sin o ( )

Drugie réwnanie zawierajace poszukiwane niewiadome otrzymujemy z
warunku réwnowagi momentdéw sil, obliczanego wzgledem punktu A

ZMAZ-:NDB-asina+NDc-3asinﬂ:O. (1.2.26)

Rozwigzujgc uktad réwnan (1.2.25) i (1.2.26) otrzymujemy poszukiwane
wartosci sit wewnetrznych.
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1.2.2. Zdania do samodzielnego wykonania

Elaborat 23

Dla stopniowanych stalowych pretéw pokazanych na rysunkach (rys.
1.15) wyznaczyé reakcje w utwierdzeniach wykresli¢ wykresy sita we-
wnetrznych N, naprezen normalnych o, i wydtuzen Aa. Wyznaczyé
przekrdj najbardziej wytezony i dobraé z warunku wytrzymatosciowego
o < k. jego skorygowane pole przekroju. Dane zestawiono w tablicy
1.2.

* Elaboratus (tac.)- doktadne opracowanie na pi$mie wyznaczonego zagadnienia.
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1)

3)

5)

7)

9)

4A

3A
A 2)
— — ——
P
q
a 2a a
3A
—p D —> —>
a 2a | . a _
> — — —| -—iq
4q
2P
- 2a | a | a
3A
A 24 8)
2P}
q
24 a a
3A
A 24 10)
>—>2P 0—;
a 20 | a _

3A
A 2A
> — — —» —p
P
q
2a a a
4A 3A
A
-« — a— < —P
2q 2P
2a a a
4A
> — — — 4—5—
2q
 2a | a | a_
4q q
2a a a
4A
A 24 4
— —
P P
al.a | a | a_

Rys. 1.15. Rysunki do elaboratu 2

27
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1.3. Koto Mohra

Jesli na powierzchniach bocznych szescianu, wydzielonego przy uzy-
ciu trzech wzajemnie prostopadtych ptaszczyzn, pojawiaja sie tylko na-
prezenia normalne, natomiast naprezenia styczne sa réwne zero, to na-

zywamy te naprezenia gtéwnymi (o1 > o9 > 03).

§H

I

i

Rys. 1.16.

Osie (I,11,111) prostopadle do plaszczyzn gtéwnych okreslajq kie-
runki gtéwne (rys. 1.16).

Rys. 1.17.

Normalne ¢ i styczne T naprezenia oraz naprezenie wynikowe p
wyznaczamy w plaszczyznach réwnolegtych do kierunku 17 (rys. 1.17)
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z zaleznosci

N

N
D

S

NS

2 /,'\
TR
N
fo?

Rozdziat 1. Rozciqgganie - sciskanie

= 01 cos? oy + o9 sin® aq,
01— 02

= 5 sin 2ar,

= Vol4712= \/a% cos? ag + 0 sin” a;.

=
A
<
Q

Rys. 1.18.

w plaszczyznach réwnoleglych do osi 17 (rys. 1.18)

g

T

b

= 01 cos? a9 + 03 sin? Qo,
01 —03

= > sin 2ai,

= Vol+72= \/af cos? ag + o2 sin? as.

i wreszcie w plaszczyznach réownolegtych do osi I (rys. 1.19)

o

T

p

= oyc08? 3+ o3sin? g,
o9 — 03
= 22 5 3 sin 23,

= Vol+4+12= \/agcos?ﬂ—i—ogsin?ﬁ.

(1.3.1)

(1.3.2)

(1.3.3)

Powyzsze naprezenia moga by¢ zilustrowane graficznie na diagramie
kotowym nazywanych kotem Mohra (rys. 1.20). Rysunek powstat w
wyniku natozenia na jednym rysunku rysunkéw sktadowych 1.17, 1.18,
1.19. Maksymalne naprezenia tngce wyznaczamy z
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n (o)
N p ]
I\ \2B
(o)
1198 .
. 3
%2
Rys. 1.19.
((51+ o3 )2
(62+ o3 )2
©

T V i

" U%Tzc
L=

O3
G)
C1
Rys. 1.20.
T = :l:UZ ; 0-37
m::i@;%, (1.3.4)
T3 = :|:U2 ; 0-3.

Naprezenia 71, o i 73 skierowane sa pod katem 45° do odpowiednich
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kierunkéw gtéwnych: m wystepuje w dwdch wzajemnie prostopaditych
ptaszczyznach réwnoleglych do kierunku gtéwnego I (rys. 1.19); 7o wy-
stepuje w dwdch wzajemnie prostopadtych plaszczyznach réwnoleglych
do kierunku gtéwnego I1 (rys. 1.18); 73 wystepuje w dwoch wzajemnie
prostopadtych ptaszczyznach réwnolegltych do kierunku gtéwnego 111
(rys. 1.17). Maksymalng warto$é w sensie modutu przyjmuje 7.

Przyktad 10

Dla zadanego stanu naprezenia rys. 1.21 okresli¢ maksymalne na-
prezenia styczne 723, naprezenia o i7 na pltaszczyznie réwnoleglej
do osi I dla kata 5 = 30%naprezenia ¢ i 7 na plaszczyznie réwnole-
gtej do osi II dla kqta o = 60° i naprezenia o i 7 na plaszczyzinie
réwnolegtej do osi 111 pochylonej dla kata a = 309;

200 MPa
800 MPa 800 MPa
_> - — e
4
1~ I
400 MPa
200 MPa
Rys. 1.21

Naprezenia gtdéwne to o1 = 200 M Pa, 09 = —400 M Pa, 01 = —800 M Pa.
Zgodnie z zaleznoéciag (1.3.5) obliczymy maksymalne naprezenia tngce

o= i;m; 890 _ 1900 M Pa,
2

Ty = ;2004800 —5 S0 _ 4500 M Pa,
200 + 400

T3 = :I:+ = 4300 M Pa.

Z zaleznosci (1.3.3) obliczymy naprezenie o i 7 (dla 8 = 30°)

’

o = —400cos®30° — 800sin%30° = —500 M Pa,

, —400 + 800
;o= 20800 600 = 173 MPa.
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Z zaleznosci (1.3.5) obliczymy naprezenie o i 7 (dla o = 60°)

o = 200cos®60° — 800sin®60° = —550 M Pa,
T o= w sin 120° = 433 M Pa.

Z zaleznoséci (1.3.5) obliczymy naprezenie ¢ i 7 (dla o = 30°)

1"

o = 200cos®30° —400sin?30° = 50 M Pa,

" 2 4
T = M sin 60° = 260 M Pa.

Naprezenia oktaedryczne obliczamy z zaleznosci

1
Toct = 3 (01 4+ 02 4 03) = =333 M Pa, (1.3.5)
1
Toct = g\/(o'l — 02)2 + (02 — 03)2 + (03 — 01)2 = 354 M Pa,
1
Poct = \/3 (04 03 +03) =529 MPa

Odksztalcenia gtdéwne €123 obliczamy postugujac si¢ uogdélnionym
prawem Hooke’a (dla E=200000 MPa)

1
e = 5 [o1 — v(o2 + 03)],
1
€2 = E[Uz—V(US-i-Ul)], (1.3.6)
1
€3 = E [03 — I/(O'l + 0'2)] .
Odksztalcenie objetosciowe obliczamy wedhug
AV -2
7 =¢€1+€g+ez = V(01+02+O'3). (137)

Obliczenie odksztatlcen postaciowych wymaga wykorzystania zalez-
nosci

T1
71 = €2 —-E&3= ek
T2
2 = a—-&= ek
73
3= &1 &2= rek
. E .
gdzie: G = ————— — modut Kirchoffa.

2(1+v)






Rozdziat 2

Zginanie

2.1. Reakcje podpor i sity przekrojowe

2.1.1. Ogélny przypadek obciazenia ciggtego

Na belke przedstawiona na rys. 2.1 dziala obcigzenie ciggte o zmien-
nej intensywnosci ¢(¢). Reakcje w podporach wyznaczamy z réwnania
réwnowagi:

d
SM, = 1@w+/q©wow,
d
Re = 7 [ aOcc, 2..1)
d
YMp = RA'Z—/ q(Q)(l = ¢)d¢ =0,
d
Ra — }L 2(C) (1 — ¢)d. 2.1.2)

Wyznaczenie sit wewnetrznych w belce wymaga jej podziatlu na trzy
odrebne przedzialy.

Dla przedziatu (0 < x < ¢) mamy nastepujgce wyrazenia pozwalajgce
obliczy¢ sity thace i momenty zginajace.

d
T(@) = Ra=7 [ al€)t-Q)c 2.03)

My(x) = &w:(}AZ&W—oa)m
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Rys. 2.1. Obciazenie ciggte o zmiennym natezeniu ¢(¢)

Dla przedziatu (¢ < z < d) mamy

T(z) = Ra- / " 4(0)¢dC = —Rp / " g(ocdc
M) = Raz— ([ a(@t-0ac) z

I wreszcie dla ostatniego przedziatu (d < x <)

2.1.2. Ogoélny przypadek obciazenia ciagtlego momentem
zginajacym

(2.1.4)

(2.1.5)

Zatdéimy, ze na fragmencie belki (rys. 2.2) dziata ciggte obcigzenie
momentem zginajacym o zmiennym natezeniu m((). Reakcje w pod-
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¢ m(g)

/

A C~~"™"™"™"ND

B
et
R

Y

Rys. 2.2. Obcigzenie ciggte momentami zginajacymi o zmiennym natezeniu

m(C)

parciach wyznaczamy z réwnan réwnowagi.

d
EMA = RB-Z—/ m(C)dCzO,

d
Rp — % / m(C)dc, (2.1.6)
ZPiy = Rapa+ Rp =0,
1 d
Ra = ~Rp=— / m(C)dc. (2.4.7)

Site tnacq oraz moment zginajacy w przedziale (0 < z < ¢) obliczamy z

d
T(@) = Ra=—71 [ mlOd. 218

M,(r) = Raz— (—} / dm(g)dg> ..
2.1.9)
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Dla przedziatu (¢ < z < d) mamy
1 d
T(x) = Ra= _l/ m(¢)dc, (2.1.10)

I R

- (—} /cdm<<>d<)m+ /jm@)dc (2.4.11)

Dla ostatniego przedziatu (d < x < [) mamy

d
T(z) = —RB:—}/ m(¢)dc, (2.1.12)

My(x) = Rp(l-z)= (—} / dm(@dc) (- 2).
(2.1.13)

Program w Maximie

Prosta symulacje wplywu postaci funkcji opisujacej obcigzenie ciggte
momentem zginajacym m(¢), dokonamy wykonujac nastepujacy pro-
gram w Maximie.

Definiujemy postaé funkcji m().

Budujemy réwnania réwnowagi i rozwigzujemy je.

2.1.3. Obciazenie stalym ciagglym momentem zginajacym

Rozwazmy belke zginang obcigzong ciggtym momentem zginajagcym
na catej rozpietosci belki (2.3). Obliczenia rozpoczynamy od wyznacze-
nia reakcji.

My = Rp-l4+mg-1=0,

RB == _m07 (2.1.14)
YPy, = Ra+Rp=0,
RA = —RB = my.

Sity tnace i momenty zginajace w belce obliczamy z:
T(x) = —Ra=—my, (2.1.15)
My(x) = Raz—mox = mox —moz = 0.

Jak tatwo dostrzec w belce nie wystepuje moment zginajacy.
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X
A OO B

T ITAL

] |
Ral- {Rp

Rys. 2.3. Obciazenie ciggle momentami zginajacymi o stalym natezeniu m
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