Rozdziat 22

Numeryczne rozwigzywanie czastkowych
rownan rozniczkowych

22.1. Réwnanie przeplywu ciepta

W rozdziale 19 przedstawiono prosty przyktad zastosowania metody
Eulera do numerycznego rozwigzywania rownan rézniczkowych. Opi-
sane tam podejécie moze by¢ zastosowane do rozwigzywania czgstko-
wych réwnan rézniczkowych. Rozwazmy znane z termodynamiki réw-
nanie przeplywu ciepla, ktére dla uktadu jednowymiarowego przyjmuje
postac:

ou(t, x) 0u(t, x)

at = Cw, (22.1.1)

gdzie: x — unormowana wspoétrzedna przestrzenna 0 < z <1,
t —czast > 0.
Przyjeto nastepujacy warunek poczatkowy oraz warunki brzegowe:

u(07x) = f(x)7
u(t,0) = «, (22.1.2)
u(t,1) = f.
Réwnanie (22.1.1) nalezy zastapi¢ rownaniem réznicowym postaci:
At
ul = uf ﬁ(ufﬂ —2uf b ), (22.1.3)

Po prostym przeksztalceniu réwnania (22.1.3) i poréwnaniu go z
(22.1.1) mozna rozpoznaé jak odpowiednie pochodne zostaly zastapione
przez odpowiednie ilorazy réznicowe. W réwnaniu (22.1.3) przyjeto wa-
runki poczatkowe (22.1.2) zapisane ponizej:

u = f(w),
uk = a, (22.1.4)
uy = B,
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gdzie: uf — odpowiada aproksymacji rozwiazania dla u(kAt,iAx).
Zasade numerycznego rozwigzywania rownania (22.3.3) najlepiej be-

dzie objasni¢ wykorzystujac siatke réznicowq przedstawiona na rys. 22.1.

Os$ pozioma odpowiada wspdtrzednej przestrzennej x, natomiast o$ pio-

k+1

k-1

Rys. 22.1. Siatka rdéznicowa

nowa wspotrzednej czasowej t. Poniewaz proces rozwigzywania ma cha-
rakter dyskretny obie osie podzielono na odcinki o dlugosci Ax i At.
Wezly tak skonstruowanej siatki mozna ponumerowaé przy uzyciu pary
liczb ¢, k. Korzystajac z warunkdéw poczatkowych (22.1.4) okreslamy
wartoéci funkeji u(t,x) = f(z) w pierwszej warstwie siatki, to jest dla
wspdtrzednej czasowej t = 0, symbolicznie zapiszemy to w postaci u] =
f(z;). W jej punktach skrajnych wpisujemy warunki brzegowe ul = «
i ul = 3. Obliczenie wartosci funkeji u(t, z) w nastepnej warstwie k = 2
polega na wykorzystaniu zaleznosci (22.1.3), co jest mozliwe poniewaz
znamy wszystkie wartosci po jej prawej stronie.

Budowe programu rozpoczynamy od ustawienia maksymalnego roz-
miaru stosu, jest to niezbedne jesli dokonamy gestego podziatu zmien-
nej przestrzennej i czasowej.

stacksize (80000000) ;

Kolejne polecenie to okreslenie gestosci podziatu zmiennej przestrzen-
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nej x, wynika z niego krok Az. Jego warto$¢ powigzana z wartoscia
At ma istotne znacznie dla stabilnosci stosowanego algorytmu. Przyjety
sposéb obliczania wartosci At = 1/n? jest wynikiem przeprowadzonych
eksperymentdéw numerycznych.

n=50; // podziat zmiennej x
dx = 1/n; // krok na siatce x
dt=0.5/n"2; // krok czasowy

Znaczenie nastepnych dwéch polecenn wyjasni sie jezeli powrdcimy do
rownania (22.1.3).

c =1.0;
lambda =dt/dx"2*c;

Kolejne dwie instrukcje tworzg wektory zawierajace dyskretne wartoéci
zmiennej przestrzennej oraz zmiennej czasowej:

X (0:dx:1); // wektor x
t = 0; T=(t:dt:1); // wektor T

Podstawowa tablica wewnatrz ktérej bedziemy przechowywaé wszystkie
wyznaczone wartoéci funkeji u(t, z) jest tworzona poleceniem zeros(),
jej wymiary musza byé oczywisdcie zgodne z wymiarami wektoréw x i t.

u = zeros(length(x),length(T));

Warunki poczatkowe i brzegowe definiowane sq poleceniami:

alfa=0; // warunek brzeg. lewy
beta=0; // warunek brzeg. prawy
u(:,1)=sin(%pi*x)’; // warunek poczatkowy

u(l,1)=alfa; u($,1)=beta;

Podstawowa petla realizujaca obliczenia wartosci funkcji u(t, z), wedtug
zaleznosci (22.1.3), wykonywana jest wewnatrz petli while. Zmienna kol
okresla numer ,warstwy” na ktorej obliczamy wartosci funkcji u (¢, x).

kol=1;

while t<1 do
t=t+dt;
kol=kol+1;
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u(2:$-1,ko0l) = (1-2xlambda)*u(2:$-1,kol-1)

+ lambda*u(3:$,kol-1)

+ lambda*u(1:$-2,kol-1);
end

Ostatnia grupa instrukcji stuzy do graficznej prezentacji zmian strumie-
nia ciepta w funkcji wspdétrzednej przestrzennej = i czasowej t.

xbasc();
plot3d(x,T,u(:,1:1length(T)),
theta=20,alpha=65,leg="x0t0u(t,x)’,flag=[32 2 3]);

22.2. Réwnanie struny

Pokazany w poprzednim punkcie sposéb konstruowania funkeji do
numerycznego rozwigzywania czastkowych réwnan rézniczkowych moze
by¢ wzglednie tatwo przystosowywany do rozwigzywania réznych typdéw
réwnan roézniczkowych. Jego adaptacja zostanie pokazana na przykla-
dzie réwnania opisujacego niettumione drgania struny. Zjawisko roz-
chodzenia sie fal opisuje sie za pomoca réwnan rézniczkowych czgstko-
wych. Jako przyklad wezmy strune. W kazdej chwili czasu ¢ > 0 ksztatt
struny drgajacej przedstawiony jest wykresem pewnej funkcji u(t, x)
ktéra mierzy odchylenie struny od potozenia ustalonego. Jesli znamy
funkcje u(t, ), to znamy ruch drgajacy struny. Ruch ten jest spowodo-
wany dziataniem sil naprezeniowych na kazdy jej element. Struna wy-
dhuza sie lub kurczy, przy tym zachowana jest zasada Hooke’a o statosci
stosunku wydtuzenia do naprezenia. Na podstawie tego mozna wypro-
wadzi¢ réwnanie dla funkcji u(¢, )

0%u(t, x 0%ul(t, x
8(t? ) —c 8.(x2 ) =0, (22.2.1)

gdzie: x — unormowana wspélrzedna przestrzenna 0 < z <1,
t —czast>0.
Przyjeto nastepujace warunki poczatkowe i brzegowe:
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u(0,z) = f(z),
ou(0,
E?t ) = g(x) (22.2.2)
u(t,0) a,
u(t,1) = £.
Réwnanie (22.2.1) nalezy zastapi¢ rownaniem réznicowym postaci
At?
ub = 2uF —uft 4 Csz (uf, ) —uf +uf ). (22.2.3)

Po prostym przeksztalceniu réwnania (22.2.3) i poréwnaniu go z (22.2.1)
mozna rozpoznaé jak odpowiednie pochodne zostaly zastapione przez
odpowiednie ilorazy réznicowe. W réwnaniu (22.2.3) przyjeto warunki
poczatkowe i brzegowe (22.2.2) zapisane w sposéb pokazany ponizej:

uw = fxi),
ub = a, (22.2.4)
uy = B,

gdzie: uf — odpowiada aproksymacji rozwigzania dla u(kAt,iAx).
Drugi warunek poczatkowy z (22.2.2) zostal okreslony w postaci od-
powiednio zadanych wartosci w pierwszych trzech ,warstwach” naszej
siatki. Dla uproszczenia przyjeto, ze pochodna funkcji u(t,x) jest wielko-
4cig stala. Program zaczyna sie podobnie jak poprzedni od ustawienie
stosu i okreslenia gestosci podziatu zmiennej przestrzennej i czasowej.
Definiowane sq réwniez dwa wektory zawierajace wartosci dyskretne
zmiennej przestrzennej x i czasowej t.

stacksize (80000000) ;

n=100; // podziat zmiennej x
dt=1/n; // krok czasowy

dx = 1/n; // krok na siatce x
c=1.0; // state z rdwnania

lambda = ((dt~2)/(dx"~2))*c; // stale z rbéwnania

x = (0:dx:1); // dyskretyzcja x
t = 0;
T=(t:dt:10); // dyskretyzcja t
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Podstawowa tablica zawierajaca potozenie poszczegdlnych punktéw drga-
jacej struny to:

u = zeros(length(x),length(T));

Warunki brzegowe i poczatkowe to:

alfa=0; // warunek brzeg. lewy
beta=0; // warunek brzeg. prawy
u(:,1)=sin(/pi*x)’; // warunek poczatkowy
u(l,1)=alfa; u($,1)=beta;

g=1;

Drugi warunek poczatkowym (zalezno$é 22.2.2) zostat zapisany w po-
staci ciggu instrukcji warunkowych:

if (g==1) then

u(2:$-1,2) = u(1:%$-2,1);

elseif (g==-1) then

u(2:$-1,2) = u(3:%,1);

else

u(2:$-1,2) = 0.5*x(u(1:$-2,1)+u(3:$,1));
end

u(1,2) = alfa; u($,2) = beta;

u(1,3) alfa; u($,3) beta;

Kolejna grupa polecenn umozliwia wizualng kontrole zgodnosci warun-
kéw poczatkowych i brzegowych:

xbasc(); plot2d(x,u(:,1),rect=[0,-1,1,11);
xbasc(); plot2d(x,u(:,2),rect=[0,-1,1,11);

Gldéwna petla obliczeniowa skonstruowana jest podobnie jak ta dla za-
gadnienia przeptywu ciepla.

kol=2;
while t<10 do
t=t+dt;
kol=kol+1;
for j=2:n do
u(j,kol) = (2-2%lambda)*u(j,kol-1)
- u(j,ko0l-2)
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22.2. Réwnanie struny

+ lambda*u(j+1,kol-1)

+ lambda*u(j-1,kol-1);

end

Polecenie plot2d () wewnatrz petli while umozliwia obserwacje drgaja-

cej struny na ekranie monitora.

[0,-1,1,1]);

xbasc(); plot2d(x,u(:,kol),rect

xpause (5000) ;

end

Program konczy sie kresleniem wychylen struny (rys. 22.2) dla wszyst-
kich analizowanych chwil czasowych.

xbasc();

P

x0tQu(t,x)’,flag=

plot3d(x,T,u(:,1:1length(T))

[32 2 31);

65,leg="’

theta=20,alpha

1.0 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 0.0

Rys. 22.2. Drgania struny
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22.3. Nieliniowe czastkowe réwnanie rézniczkowe
sinus-Gordona

Whlasnoéci wahadla matematycznego sq powszechnie znane. W ni-
niejszym punkcie chcemy skupi¢ naszg uwage na numerycznym rozwig-
zaniu réwnania opisujacego bardzo ztozony ukladu wielu sprzezonych
ze sobag wahadetl matematycznych. Uzyskane rozwigzanie ma ogromne
znaczenie teoretyczne ale i praktyczne, jest wykorzystywane w wielu
dzialach fizyki i jej zastosowan [6]. Nie bez znaczenia jest réwniez mate-
matyczne piekno uzyskiwanych rozwigzan. Na rysunku 22.3 pokazano
prosty przyklad takiego ukladu. Sktada sie on z walu skretnego oraz
osadzonych w statych odlegtosdciach od siebie wahadel matematycz-
nych. Rozwazmy dalej réwnowage ukladu trzech wahadel (rys. 22.4)

Rys. 22.3. Lancuch wahadet matematycznych

[26]. Roéwnanie rownowagi k-tego wahadta przyjmuje posta¢:
l[(Amley) = —1Fy, + My g1 + My j—1, (22.3.1)

Pamietajac, ze oddzialywanie pomiedzy dowolnymi trzema sasiednimi
wahadlami jest proporcjonalne do réznic ich wychylenn katowych, tj.
M 11 = alprt1 — vr)/A, gdzie wspdtezynnik o charakteryzuje spre-
zyste wlasnosci materiatu (dla drgan skretnych) oraz, ze skladowa sity
ciezkosci dziatajaca na k-te wahadlo, to F, = Amgsin(py), gdzie Am
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Rys. 22.4. Trzy sasiednie wahadla

jest masa punktu materialnego na koncu wahadta, m gestoscia liniowa
, rOwnanie (22.3.1) przyjmuje postac:
Ami’e, = —Amglsin(pr) + a(rp1 + ee1 — 201)/8,  (22.3.2)
dla k=1,2,....

Poniewaz przyspieszenie katowe ¢, jest druga pochodnag wychylenia
wzgledem czasu, ten uktad réwnan mozna zapisaé jeszcze inaczej:

1 dPoi(t) @ pr1(t) + or—1(t) — 20%(t)
g dt? mgl A2 ’

(22.3.3)

= —sin(pr(t) +

Réwnanie (22.3.3) to uklad réwnan rézniczkowo-rdznicowych, opisujacy
wlasnosci ciggu wahadel matematycznych oddziatywujacych ze soba
wedlug najprostszego sposobu: oddzialywanie dotyczy jedynie sasied-
nich wahadet i jest liniowe wzgledem rdznicy wychylen. Jezeli wspél-
czynnik « bedzie zmierzal do zera, réwnanie (22.3.3) przyjmuje znang
postaé réwnania opisujacego ruch swobodny oscylatora harmonicznego.
Jesli natomiast bedziemy zmniejsza¢ mase wahadel i réwnoczesnie zmniej-
szaé odlegtos¢ pomiedzy nimi, to ostatni czton réwnania (22.3.3) zmierza
do g%f, a cate réwnanie przyjmuje postaé

£ dZQOk (t)
g dt?

L a Po(w,t)
= —sin(px(t)) + mgl  0z2

(22.3.4)
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gdzie poszukiwana funkcja ¢(z,t) zalezy teraz od wspdlrzednej = mie-
rzonej wzdhtuz tancucha wahadet a nie od numeru wahadta. Zalezy oczy-
widcie od czasu .

Dokonujac podstawien:

mgl
T:ﬂta §: Cfx7

otrzymujemy ostatecznie

2 2
0 sg(;zﬁ) 9 92(52’ D sin(e(&,1). (22.3.5)

Otrzymane nieliniowe réwnanie rézniczkowe czastkowe nosi nazwe
réwnania sinus-Gordona. Réwnanie to ma nieskoriczenie wiele rozwig-
zan. Jednak ich konstrukcja analityczna jest czesto bardzo trudna. Po-
towa z nich daje sie jednak przedstawi¢ przez funkcje elementarne.
Jedno z tych rozwigzan nosi nazwe solitonu i ma bardzo ciekawe wla-
snosci.

Zadanie znalezienia analitycznego rozwigzania rownania (22.3.5) przy
uzyciu standardowych polecen dostepnych w Maximie jest skazane na
niepowodzenie. Pozostaje wiec prdba znalezienia rozwigzania nume-
rycznego. Pierwszym krokiem jest oczywiscie zamiana czgstkowego
réwnania sinus Gordona na réwnanie réznicowe. W literaturze mozna
znalez¢ wiele réznych schematéw rdznicowych [6] pozwalajacych roz-
wigzaé réwnanie sinus Gordona, do dalszej analizy wybierzemy jeden z
nich

Ax\? Ax\? Ax

k+1 k-1 k k k .k

ui = T (At) (uipq tuiq)+2(1— (At) Jug — <At> sin(u;),
(22.3.6)

gdzie (%)2 ~ 0.95. Rozwigzywanie réwnania réznicowego (22.3.6) wy-

maga zdefiniowania warunkéw poczatkowych i brzegowych w naszym

przypadku potaczonych ze soba:
u(0,z) = sin(z),

0u(0, x)

—_— = . 22.3.7
5 9(x) (22.3.7)
Przyjety sposdb implementacji réwnania rézniczkowego identyczny z
tym opisanym w punkcie 22.2.
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stacksize (80000000) ;

n=500; // podziat zmiennej x
dt=100/ (n*90) ; // krok czasowy
dx = 1/n; // krok na siatce x

r = dx/dt; // stale z réwnania

x = (0:dx:1); // dyskretyzcja x

t =0;

T=(t:dt:2); // dyskretyzcja t

u = zeros(length(x),length(T));

alfa=0.; // warunek brzeg. lewy
beta=0; // warunek brzeg. prawy

u(:,1)=sin(%pi*x)’; // warunek poczatkowy
u(l,1)=alfa;
u($,1)=beta;
g=0;
if (g==1) then
u(2:$-1,2) = u(1:$-2,1);
elseif (g==-1) then
u(2:$-1,2) = u(3:$,1);

else
u(2:$-1,2) = 0.5%(u(1:$-2,1)+u(3:$,1));
end
u(1,2) = alfa; u($,2) = beta;
u(1,3) = alfa; u($,3) = beta;
kol=2;
while t<2
t=t+dt;
kol=kol+1;
for j=2:n do

u(j,kol)=-u(j,kol-2)+...
r~2%(u(j+1,kol-1)+u(j-1,kol-1)) ..
+2%(1-r~2)*u(j,kol-1)-dx*sin(u(j,kol-1));
end
xbasc(); plot2d(x,u(:,kol),rect=[0,-2,1,2]);
xpause (5000) ;
end
xbasc();
plot3d(x,T,u(:,1:1ength(T)),theta=20,alpha=65, ...

319
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leg="x0t0u(t,x)’,flag=[32 2 31);

Po uruchomieniu powyzszego programu mozemy obserwowa¢ jedno z
rozwigzan naszego rownania, zwane breather (,oddychacz”) odpowiada
ono parze rozwigzan soliton i antysoliton (rys. 22.5), ktére w naszym
przypadku pulsuja nie zmieniajac swojego polozenia.

u(t)
2.0

1.59

1.0

0.5
0.0:
-0.5:
—1.0:

-1.5

-2.0

L L e S A A R X
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

Rys. 22.5. Para soliton i antysoliton, nazywana czasami oddychacz (breather)
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