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Rozdzial 1

Podstawy

1.1. Jak zaczaé

Ponizej pokazemy jak rozwigzaé¢ problem Poissona! wykorzystujac metode elementéow skonczo-
nych. Dla danej funkcji f(x,y) poszukujemy funkcji u(x,y) spelniajacej rownanie

—Au(z,y) = f(z,y), (1.1.1)
u  0%u
(w.y) €Q Lu=F5+ EER

u(z,y) =0 dla (z,y) € ON.
gdzie: — powierzchnia na ktorej analizujemy réwnanie

0Q) = C — brzeg ograniczajacy powierzchnie €.
Zalozmy, ze brzeg zadany jest funkcja parametryczng

C=(z,y) > x=-cos(t) ,y=sin(t),0 <t <27

Program rozwiazujacy réwnanie 1.1.1 ma postaé

1 : border C(t=0,2%pi){x=cos(t); y=sin(t);}
2 : mesh Th = buildmesh (C(50));

3 : fespace Vh(Th,P2);

4 : func f= xxy;

5 : Vh u,v;

6 : problem Poisson(u,v,solver=LU) =

7 : int2d(Th) (dx(u)*dx(v) + dy(u)*dy(v))

8 : - int2d(Th) ( f*v )

9 : + on(C,u=0) ;
10 : real cpu=clock();
11 : Poisson;
12 : plot(u);
13 : cout << " CPU = " << clock()-cpu << endl;

Numery linii oraz ,,;” nie sa czescig kodu i napisane zostaly tylko dla ulatwienia jego analizy.

Linia pierwsza Polecenie border umozliwia analityczng definicje brzegu C w postaci parame-
trycznie zadanego okregu. O tym, ze zdefiniowano kolo, a nie otwér w powierzchni, decyduje
sposob zadania parametru t=0,2*pi. Jesli definiujemy t=2%pi,0 to otrzymujemy otwér. Brzeg w
naszym przykladzie nazywa sie ,,C”. Wyciecie eliptycznego otworu z powierzchni 2 wymagato by
zdefiniowania po linii nr. 1 polecenia

border D(t=2#%pi,0){x=0.1+0.3*cos(t); y=0.5*sin(t);}

oraz przebudowy linii 2 do postaci:

mesh Th = buildmesh (C(50)+D(50));

Linia druga Podzial powierzchni €2 na tréjkaty odbywa sie poleceniem buildmesh (C(50)), gdzie
liczba 50 oznacza planowana liczbe tréjkatnych elementéw skoniczonych.

1 Rozdzial jest swobodnym ttumaczeniem ( bardzo skroconym, z niewielkim udziatem wtasnym ) rozdziatu 2
podrecznika Freefem+-+ F. Hechta, O. Pironneau, A. Le Hyaric i K. Ohtsuka.
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Linia trzecia Stowo kluczowe fespace Vh(Th,P2) wraz ze swoimi parametrami Th, P2 generuje
wlasciwg siatke elementéw skoriczonych. Th oznacza tu wygenerowane wczesniej trojkaty, a P2
oznacza, ze funkcja ksztaltu przyjetego izoparametrycznego elementu skonczonego jest wielomia-
nem stopnia drugiego.

Linia czwarta Definicja funkcji f (x,y) w postaci f=x*y
Linie piata Definiowanie w przestrzeni Vh funkcji ,,u” stanowiacej rozwiazanie problemu 1.1.1.
Dodatkowo definiowana jest pewna funkcja kontrolna ,v” niezbedna przy wariacyjnym sformuto-

waniu problemu 1.1.1

Linie od széstej do dziewiatej Wariacyjne sformutowanie rownania Poissona. Mnozac réwnanie
(1.1.1) przez funkcje kontrolna v(x,y) i catkujac po powierzchni ,, Q" otrzymujemy

f/ vAu(z,y) d:cdy:/ vf dxdy (1.1.2)
Q Q
zgodnie z twierdzeniem Greena réwnanie Poissona mozna zapisaé¢ w postaci

a(u,v) —L(f,v) =0 dla wszystkich v
a(u,v) = [, VuVudz dy

((f,u) = [ fodzdy,
v =0 dla 0

Rownanie (1.1.4) mozna zapisa¢ przy uzyciu poleceri freefem++
/ VuVudrdy — int2d(Th) (dx(u)*dx(v) + dy(u)*dy(v))
Q

za$§ rownanie (1.1.5)

/ fvdrdy — int2d(Th) ( £xv )

Q

i wreszcie warunek brzegowy u(z,y) =0 dla (z,y) € 9 zapisujemy
on(C,u=0);

W przypadku kiedy powierzchnia €2 ma otwor D nalezy okresli¢ warunek brzegowy na jego krawe-
dzi, polega to na modyfikacji polecenia on(. . .)

+ on(C,u=0) + on(D,u=0);
Linia dziesigta Ustawiamy zegar mierzacy czas obliczen.
linia jedenasta Formalnie uruchamiamy obliczenia rownania Poisson.

Linia dwunasta Wykreslamy funkcje u na tle powierzchni €.
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Rysunek 1.1. Isolinie funkcji u spetniajacej réwnanie 1.1.1.



Rozdzial 2

Sformulowania wariacyjne stabe podstawowych
rownan fizyki matematyczne;j

2.1.



Rozdzial 3

Przyktady zagadnien
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3.1. Zadanie Lamé

Wyznaczy¢ rozktad przemieszczen i naprezenn dla ptaskownika z otworem centralnym obcia-
zonego wzdluz dwu krawedzi poziomych. Z uwagi na symetri¢ modelu analizie mozna poddaé
tylko jedna czwarta modelu (rys.3.1), zastepujac oddzialywanie drugiej czesci przez odpowiednio
zbudowane warunki brzegowe. Zagadnienie Lamé wynikajace z uogolnionego prawa Hooke’a

0ij (%) = cijri(x)ei; (%) (3.1.1)
oraz definicji tensora odksztalcenia
1
gij(u) = B (i + uji) (3.1.2)
gdzie: 1, — x,y - wspolrzedne kartezjanskie,

symbol , — oznacza rézniczkowanie po x lub y.
Zaktadajac material izotropowy i wprowadzajac dwie state materialowe A, u réwnanie Lame przyj-
muje postaé
055 = A6;jdivu + 2/161']‘ (313)

gdzie: div(u) — dywergencja funkcji u
0ij — delta Kroneckera.
Sformutowanie wariacyjne roéwnania 3.1.3 przybiera postac

[ sz +reutwe; ) = [ vt [gvwer (3.1.4)

gdzie: V — jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni 2,

i jest zapisane w liniach 25, 26, 27; linie 28, 29, 30 opisuja warunki brzegowe wynikajace z sy-
metrii modelu oraz uwzgledniajace kinematyczny sposéb obciazenia goérnej krawedzi. W zadaniu
uwzgledniono réwniez grawitacje.

// Zadanie lamego
// CTL @ 2005

int topplate=5;
int bottomplate=3;
int right=1;

int left=4;

int circle=2;

int gravity=0;

Definiowanie zarysu probki przy uzyciu polecenia border ()

border a(t=0,1.8){x=0;y=2-t;label=right;};//prawa

border b(t=pi/2,0){x=0.2*cos(t);y=0.2*sin(t) ;label=circle;};
border c(t=0,1.8){x=0.2+t;y=0;label=bottomplate;};

border d(t=0,2){x=2;y=t;label=left;};

border e(t=0,2){x=2-t;y=2;label=topplate;};

Definiowanie siatki elementow skoniczonych i jej kreslenie

mesh th= buildmesh(a(20)+b(40)+c(20)+d(30)+e(30));
plot(th);

Definiowanie stalych niezbednych dla zadania sprezystego

real E=1;

real nu=0.3;

real mu=E/(1+nu);

real lambda=E*nu/((1+nu)*(1-2*nu));
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Definowanie wlasciwosci siatki elementéw skoriczonych. Rozwigzywanie zagadnienia wariacyjnego.

fespace Vh(th, [P1,P1]);

Vh [uu,vv], [w,s];

solve bb([uu,vv], [w,s])=

int2d (th) (2*mu* (dx (uu) *dx (w) + ((dx (vv) +dy (uw) ) * (dx (s) +dy (w) ) ) /4)
+lambda* (dx (uu) +dy (vv) ) * (dx (w) +dy (s) ) /2)
+int2d (th) (gravity*s)

+on(left,uu=0)

+on(topplate,vv=0.1)

+on(bottomplate,vv=0);

Wykreslanie przemieszczeri i zapisywanie obrazkéw w pliku.

plot([uu,vv],wait=1);

mesh thil=movemesh(th, [x+uu,y+vv]);

plot(thl,wait=1,ps="thl.eps");

plot(th,uu,value=true,ps="uu.eps");

plot(th,vv,value=true,fill=1,ps="vv.eps");
Obliczenia naprezen w ptaskim stanie naprezenia

fespace zVh(th, [P2]);

zVh sx,sy,sxy;

sx=lambdax* (dx (uu) +dy (vv) ) +2*mu*dx (uu) ;

sy=lambda* (dx (uu) +dy (vv) ) +2*mux*dy (vv) ;
sxy=mu* (dy (uu) +dx (vv)) ;

Wykreslanie map naprezeri i zapis ich do pliku

plot(sx,value=true,wait=1,fill=1,ps="sxx.eps");
plot(sy,value=true,wait=1,fill=1,ps="syy.eps");
plot(sxy,value=true,wait=1,fill=1,ps="sxy.eps");
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Rysunek 3.1. Siatka elementéw skoriczonych rozpieta na jednej czwartej modelu ptaskownika z otworem
centralnym

Uzyskane mapy przemieszczen modelu pokazano na rysunku 3.2. Uzyskane mapy naprezen
pokazano na rys.3.3.
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Rysunek 3.2. Mapy przemieszczen

Rysunek 3.3. Mapy naprezefi 04z, Oyy, Oy



Rozdziat 3. Przyktady zagadnien

3.1.1. Duzy przyklad

//
//
//
//
//
//

//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//

//
//

//
//

//
//
//

Freefem ++ ptyta kwadratowa -
Przyklad zbudowano na bazie anonimowego tekstu w jezyku francuskim

ctl 2007.01.23

string nazwa,ext,trian;
ext=".dat"; // plik pod excela
trian=".msh"; //plik z siatka z frefem++

nazwa="plyta_wzor_"; // nazwa pliku

Definicja geometrii

Definicja punktéw konturu P(x,y) : x=Px i y=Py

gora=4

(A[3],B[3]) o------mmmmmmmmm o o (A[2],B[2])
| |
| |

lewy=1 | | prawy=3; wyskosc

| |
| |
| |

(A[0],B[0]) 0--------mmmmmmm oo - o (A[11,B[1D)

dol=2; szerokosc

int dlugosc=10, wysokosc=10;
real[int] A(4), B(4);

Af0ol=0 ; B[O]=0 ;
A[1]=dlugosc ; B[1]=0 ;
A[2]=dlugosc ; B[2]=wysokosc ;
A[3]=0 ; B[3]=wysokosc ;

Definicja konturu

int lewy=1; // Numery brzegdw konturu
int dolny=2; //

int prawy=3; //

int gorny=4; //

Definicja brzegu okreslona funkcjami parametrycznymi x=f(t), y=g(t)
definicja zgodna z obiegiem w lewo

border left(t=wysokosc,0) {x=0; y=t;label=lewy;}; //
border bottom(t=0,dlugosc) {x=t; y=0;label=dolny;}; //
border right(t=0,wysokosc) {x=dlugosc; y=t;label=prawy;};
border top(t=dlugosc,0) {x=t; y=wysokosc;label=gorny;};

Generacja siatki

Definicja podzialu krawedzi
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//
//
//

//

//
//
//
//

//
//

//
//

//
//
//
//

//
//
//
//

//

//
//
//
//
//
//
//

int NpSzerokosc=10 ; // liczba podziatow krawedzi
int NpDlugosc=10 ; //

Triangularyzacja

mesh siatka=buildmesh(left (NpSzerokosc)+top(NpDlugosc)+right (NpSzerokosc)+bottom(NpDlugosc)) ;

Kreslenie tréjkatow
plot(siatka,wait=true);

Definicja siatki elemetdéw skonczonych oraz jej wtasciwosci
wykorzystano element typu P1

fespace Dskalar(siatka,P2); // funkcja skalarna w kazdym wezle
fespace Dwektor(siatka, [P2,P2]); // funkcja wektorowa w kazdym wezle

KreSlenie, zapamietywanie siatki elementdw skoficzonych

plot(siatka,wait=true, cmm="siatka poczatkowa") ;
savemesh(siatka,nazwa+"\_siatka"+trian);

Wazne komunikaty

Cout << non << n \nll ;
cout << "Oblicznia w toku"<< "\n";
CO'th << n n << n \nll ;

Definjiowanie charakterystyk materiatowych

real Young= 210000; // Modut Young’a

real Poisson= 0.3 ; // Wspdiczynnik Poissona

real Mu = Young/(2x(1+Poisson)); // Wspdiczynnik Lamé (Mu)

real Lambda = Young*Poisson/((1+Poisson)*(1-2*Poisson)); // Wspdtczynnik Lamé (lambda)

Obciazenia zewng¢trzne
Sity objetosciowe

real SYY=0;
real SXX=100;
real SXY=0;
real SYX=SXY;

definicja problemu

Ptaski stan naprezenia (wybor=0) lub odksztatcenia (wybor=1)

epsilon33=-Lambda/ (Lambda+2*Mu) * (epsilonll+epsilon22); // plaskie naprezenia
epsilon33=0; // ptaskie odksztatcenia
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int wybor=0;
real gwiazda;
cout << " " << u\nn;
if (wybor==0)
{
cout << "Plaski stan naprezenia " << "\n";
gwiazda=-Lambda/(Lambda+2*Mu) ;
X
else
{
cout << "Plaski stan odksztalcenia" << "\n";
gwiazda=0;
cout << " " << "\n";

3

//
// Rownanie Lame (sformutowanie wariacyjne stabe) Ptaski stan naprezenia i odksztatcenia
F A et

// int2d(maillage) { (Mu* [dx (uu) *dx (u) +dy (vv) *dy (v) + (dx (vv) +dy (uu) ) * (dx (v) +dy (u) ) /2]

// +(1+Etoile)*Lambda* [dx (uu)+dy (vv)]* [dx (u)+dy(v)]/2)*2}

// Warunki brzegowe - w przemieszczeniach ( warunek Dirichleta)

[/ =

// on(NoDE,uu=0) // pierwszy fragment brzegu (uu=0)

// on(NoAB,vv=0) // pierwszy fragment brzegu )vv=0)

/.

// obcigzenie brzegowe sitami,

// N(N.x, N.y), wektory normalne do brzegu

[/ —mmmm -

// intld(siatka,lewy) ((sigmaXX*N.x+sigmaXY*N.y)*u
//+(sigmaXY*N.x+sigmaYY#N.y)*v) // obciazenie na brzegu lewy
// intld(siatka,dolny) ((sigmaXX*N.x+sigmaXY+*N.y)*u
//+(sigmaXY*N.x+sigmaYY*N.y)*v) // obcigzenie na brzegu dolny
/]

// Rozwiazanie zagadnienia wariacyjnego w przemieszczeniach

//
// Definicja pola przemieszczei [uu,vv] i zmiennych pomocniczych [u,v]
[/ mmmm e

Dwektor [uu,vv], [u,v]; //funkcja wektorowa przemieszczei rozpieta na siatce

//
// Rozwigzanie w przemieszczeniach
[/ —mmmmmmm e

solve deplacement([uu,vv], [u,v]) =

int2d(siatka) ((Mu* (dx (uu) *dx (u) +dy (vv) *dy (v) + (dx (vv) +dy (uu) ) * (dx (v) +dy (u) ) /2)

+(1+gwiazda) *Lambda* (dx (uu) +dy (vv) ) * (dx (u) +dy (v)) /2) ¥2)

-intld(siatka,lewy) ((SXX*N.x+SXY*N.y)*u

+(SXY*N.x+SYY*N.y) *v)

+ on(prawy,uu=0)

+ on(prawy,vv=0) ;

//
// Prezentacja wynikow
// 0Obliczania modutu przemieszczenia catkowitego dla kazdego wezta siatki
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Dskalar module=sqrt(uu~2+vv~2);

// Rozwiazanie w odksztatceniach i naprezeniach
//
// 0Obliczanie sktadowych tensora odksztatcenia
O —

Dskalar EpsilonXX=dx(uu);

Dskalar EpsilonYY=dy (vv) ;

Dskalar EpsilonXY=(dy(uu)+dx(vv))/2;

// Ptaski stan naprezenia lub odkszta%cenia
// zmiena gwiazda oznacza wybdr
[/ —mmmmmm
Dskalar EpsilonZZ=gwiazda*(EpsilonXX+EpsilonYY);
// Calcul des composantes du tenseur des contraintes
/2
Dskalar SigmaXX=Lambda*(l+gwiazda)*(EpsilonXX+EpsilonYY)+2*Mu*EpsilonXX;
Dskalar SigmaYY=Lambda*(l+gwiazda)*(EpsilonXX+EpsilonYY)+2*Mu*EpsilonYY;
Dskalar SigmaXY=2*Mu*EpsilonXY;
Dskalar SigmaZZ=Lambda*gwiazda*(EpsilonXX+EpsilonYY);

// 0Obliczanie sktadowych tensora naprezenia
[/ mmmm
Dskalar centre=(SigmaXX+SigmaYY)/2;
Dskalar rayon=sqrt((SigmaXX-SigmaYY) ~2+4*SigmaXY~2)/2;
Dskalar sigmal=centre+rayon;
Dskalar sigmall=centre-rayon;

// 0Obliczenia kierukdéw osi gtownych

[/ —mmmm -

// Kat
Dskalar alpharad=atan(2*SigmaXY/(SigmaXX+SigmaYY))/2;
Dskalar alphadeg=alpharad*180/pi;

// Wektory wlasne naprezen
Dwektor [sigmalx ,sigmaly] , [sigmallx ,sigmally];
[sigmalx ,sigmaly]=[sigmaI*cos(alpharad),sigmal*sin(alpharad)];
[sigmalIx ,sigmally]=[-sigmaIlI*sin(alpharad),sigmalI*cos(alpharad)];

// Prezentacja wynikow

/] Fkkskok ok sk sk ok sk ok ok 3 ok Kok koK

// siatka

/] =========

// KreSlenie siatki po deformacji

A
mesh deforme = movemesh(siatka, [x+uu, y+vv]);
plot(deforme,wait=true,ps=nazwa+"siatka_zdeform.eps",cmm="siatka_zdeformowana");

// Kre§lenie siatki niezdeformowanej i zdeformowanej
S

plot(siatka,deforme,wait=true,cmm="siatka poczatkowa i zdeformowana");
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//
//
//
//

//
//

//
//

//
//

//
//

//
//
//
//

//
//

//
//

//
//
//
//

//
//
//
//

//
//

Pole przemieszczen

Pole przemieszczen wektorowo

plot([uu,vv],value=true,wait=true,cmm="Pole przemieszczen");

Pole przemieszczen uu

plot(uu,value=true,wait=true, cmm="Przemieszczenie u");

Pole przemieszczen vv

plot(vv,value=true,wait=true,cmm="Przemieszczenie v");

Pole przemieszczen modul

plot(module,value=true,wait=true,cmm="Przemieszczenie catkowite (modul)");

Pole przemieszczen uu i vv

plot(uu,vv,value=true,wait=true,cmm="Przemieszczenie u i v");

Odksztatcenia

plot(EpsilonXX,value=true,wait=true,cmm="EpsilonXX");

KreSlenie epsilonYY

plot(EpsilonYY,value=true,wait=true,cmm="EpsilonYY");

KreSlenie epsilonXY

plot(EpsilonXY,value=true,wait=true,cmm="EpsilonXY");

Naprezenia

plot(SigmaXX,value=true,wait=true,fill=1,ps=nazwa+"sigmaXX.eps",cmm="SigmaXX");

KreSlenie sigmaYY

plot(SigmaYY,value=true,wait=true,fill=1,ps=nazwa+"sigmaYY.eps",cmm="Sigma¥YY");
KreSlenie sigmaXY

plot(SigmaXY,value=true,wait=true,fill=1,ps=nazwa+"sigmaXY.eps",cmm="SigmaXY");

KresSlenie napreznie gidwnego sigma I

plot(sigmal,value=true,wait=true,fill=1,ps=nazwa+"sigmal.eps",cmm="Sigmal");
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//Kre§lenie napreznie gtdwnego sigma I

//

//
//

//
//

//
//

//
//

//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//

plot(sigmall,value=true,wait=true,fill=1,ps=nazwa+"sigmall.eps",cmm="SigmalI");

Isoclines (isovaleurs de alpha)

plot(alphadeg, value=true,wait=true,fill=0,ps=nazwa+"Isoclines.eps",cmm="isolinie stopni");

Isochromes (isovaleurs de cisaillement max)

plot(rayon,value=true,wait=true,ps=nazwa+"Isochromes.eps",cmm="Isochromes") ;

Isopaches (isovaleurs de sigma moyen)

plot(centre,value=true,wait=true,fill=1,ps=nazwa+"Isopaches.eps",cmm="Isopaches");

Isostatiques

plot([sigmalx,sigmaly],value=true,wait=true,cmm="Isostatiques Sigma I");
plot([sigmallx,sigmally],value=true,wait=true,cmm="Isostatiques Sigma II");
plot([sigmalx,sigmaly], [sigmallx,sigmally],value=true,wait=true,cmm="Isostatiques");

// bord AB

[/ mmmmmmmm e

real[int] xAB(NpAB+1),zAB22(NpAB+1),zAB11(NpAB+1),zAB12(NpAB+1);
int i;

for (i=0;i<NpAB+1;i++)

{

x=A[0]+(B[0]-A[0])/NpAB*i;y=A[1]; // sens A->B
xAB[i]=x;

zAB11[i]=sigmall;

zAB22[i]=sigma22;

zAB12[i]=sigmal2;

}

cout << " " << "\Il";

cout << " Coupe AB de A vers B" << "\n";
cout << " mmmm e~ " << "\n";

cout << "SigmaXX sur AB - en A " << zAB11[0] << "\n";
cout << "SigmaXX sur AB - en B " << zAB11[NpAB] << "\n";
cout << "SigmaXX sur AB - max " << zABll.max << "\n";
plot ([xAB,zAB11] ,wait=true,cmm="SigmaXX sur AB");

{

ofstream file(nom+"SigmaXX sur AB"+ext);

for (i=0;i<NpAB+1;i++)

{

file << xAB(i) << "," << zAB11(i) << endl;

}

}c

out << " " << "\n";

cout << "SigmaYY sur AB - en A " << zAB22[0] << "\n";

cout << "SigmaYY sur AB - en B " << zAB22[NpAB] << "\n";



Rozdziat 3. Przyktady zagadnien

//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//

/7.

// Rem plot fournit une fenetre vide si la sortie est nulle en tout

//

plot ([xAB,zAB22] ,wait=true,cmm="SigmaYY sur AB");
{

ofstream file(nom+"SigmaYY sur AB"+ext) ;

for (i=0;i<NpAB+1;i++)

{

file << xAB(i) << "," << zAB22(i) << endl;

}

Yc

out <L non << ll\nll ;

cout << "SigmaXY sur AB - en A " << zAB12[0] << "\n";

cout << "SigmaXY sur AB - en B " << zAB12[NpAB] << "\n";

plot ([xAB,zAB12] ,wait=true,cmm="SigmaXY sur AB");

point



